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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= Cvorovi tetraedra u Dekartovom koordinatnom sistemu desne
orijentacije obelezeni su tako da rastu suprotno od smera
obrtanja kazaljke na casovniku gledajuci sa strane ¢vora 4

= PoloZaj proizvoline tacke u g
zavisnosti od koordinata tfemena |
moze da se prikaze na sledeci nacin

X = lel + szz + L3x3 + L4x4. 3 (x3, y3, 23)

Yy = L13’1 + Lzyz + L3y3 + L4y4 ----------------- (0,0,1,0)
Z = lel + L222 + L3Z3 + L4Z4 B

= pri cemu zapreminske koordinate x¥° 1(x,y,2)

i - L1=1, L,=0, L5=0, L,=0 N 2 (6 10,
nisu medusobno nezavisne ( ) (x2, 2, 22)

(0,1,0,0)
L1+L2+L3+L4 - 1
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= Prethodni izrazi u matricnom obliku glase
1 1 1 171(L4 1
X1 Xo X3 X4l )L,
Yi Y2 Y3 Ya||Ls
Z1 Zpy Zz  Za) \L4

= odakle sledi

N < &

Ly a, by ¢ di](1 1 x 1 2z

Ly _ 1laz by c; dyf)x 1 ox, oy, oz 1

Ls( ~6V]|as by ¢z ds|)y V_g 1 %3 V3 Zs —6(a1+a2+a3+a4)
Ly as by ¢4 dyl\z 1 x4 Yo 24

1
Li = W(ai + bl-x + Gy + diZ), [ = 1,2,3,4

X, Y, Z 1y, 1 z 1 x5 v X, Vi 4 1y 2z Z

a, =X, Y, 2z, by=—1 y, s 6 =1 zy|,d=—1 x; y, a,=—|X; V¥, Z,b=[1 vy, z 2y, d, =
Xy Vo Z 1y, 1 z 1 x v, X, Vo 2, 1y, z z,
X, VM Z Vi 1 z 1 x Y1 X YV, Z; 1 Y. Z Z,

a, =X, V¥, Z,|,by=- Y, , 6 =1 |, dy=—1 x, y, a,=—x, y, z|,b,=[1 vy, gz 2|, d, =
Xy Vo Z Vs 1 z 1 x, v, X, Vi Z 1y, z z,

X V1
X Y3
X Y,

X Y,
X Y,
X Vs




Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= |zraz u zagradi uz koeficijent 1/6 za i = 1 predstavlja zapreminu
dela tetraedra definisanog koordinatama cvorova 2(x,, Y,).
3(Xs. Y3), 4(X4 Y4) 1 TOCke P(X, y, z) pa se na osnovu toga
zakljuCuje da zapreminska koordinata L, predstavlja odnos
zapremine dela tetraedra definisanog cvorovima P, 2, 3, 4

naspram cvora 1 izapremine V celog tetraedra
Y V
h=y LTy b7y v

= S obzirom na to da se vrednost
zapreminske koordinate Li linearno

Ly

menja od 1 u i-tfom Cvoru (femenu)
do 0 u preostalim cvorovima x
(temenima) ona je jednaka IF i-tfog Cvora osnovnog
tetraedarskog KE (linearna interpolacija), odnosno vazi
sledece

Ny =1Ly N, =L, N3 = Ls Ny =Ly




Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= Ako je f funkcija od L, L,, L5 i L, operacija parcijalnog
diferenciranja po koordinatama x, y i z obavlja se na sledeci

nacin 4 4 4
of of oL; of of dL; of of oL;
ox dL; ox'  dy oL; 0y’ 0z dL; 0z
=1 =1 =1
aLi _ b aLl _ Ci aLl _ di

Ohi 2 G Gh_ G g5y
oax 6V dy ev a9z ev

= Intfegracija po zapremini KE kada se pod integralom javljaju
prirodne koordinate obavlja se pomocu izraza

| | i1k !
fLll(x,y,z)LJZ(x,y,z)L’é(x,y,Z)La(x,y,Z)dV = (l +J +k+1+ 3)'
%

= gde sul, |, kil celobrojni eksponenti

6V




Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= IF mogu da se odrede pomocu formule |

Nagys (Lo Ly La, La) = N(LONg LNy (LINs (L) Mt - {(;) @ a1
= pri ¢emu je n stepen polinoma ' =0

= Analogniizrazi vaze za Ng(L,), N (L3) i1 Ng(L,)

= Cvorovima KE pridruzuju se Cetiri broja &iji je zbir jednak stepenu
inTerpoIocionog polinomo Kubna interpolacija (element

Kvadratna interpolacija (element freCeg reda; 20 Cvorova (U
polacy temenima, trecinama izvodnica
drugog reda; 10 ¢vorova (u

temenima i sredinama izvodnica) | fezitima povisina strana), 60
30 stepeni slobode) stepeni slobode)

=R

Linearna interpolacija
(osnovni element; 4 Evora;
12 stepeni slobode)

4 0001

/9 S
y 2001 ®-=-eee 1101 1020 -1
> 78 A \

2
0200



Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra
= IF mogu da se odrede pomocu formule

= Svaki broj se odnosi na jednu od stranica tetraedra. Prvi broj je jednak 0 u Evorovima koji leze na
povrsini strane gde je L, = 0 (naspram ¢vora 1), drugi broj je jednak 0 u cvorovima koji leze na
povrsini strane gde je L, = 0 (naspram ¢vora 2), treci broj je jednak 0 u Evorovima koji leze na
povrsini strane gde je Ly = 0 (naspram cvora 3) i Cetvrti broj je jednak 0 u ¢vorovima koji leze na
povrsini strane gde je L, = 0 (naspram Ccvora 4). Svaki od brojeva koji lezi na paralelnim ravnima
(koje su na jednakim medusobnim rastojanjima) u odnosu na odgovarajucu stranu tetraedra
rastu sa udaljavanjem od ravni na kojoj je odgovaraju¢a zapreminska koordinata jednaka nuli

Kubna interpolacija (element
tre¢eg reda; 20 ¢vorova (u
temenima, fre¢inama izvodnica
i tezistima povrsina strana), 60
stepeni slobode)

Kvadratna interpolacija (element
drugog reda; 10 ¢vorova (u
temenima i sredinama izvodnica),
30 stepeni slobode)

Linearna interpolacija
(osnovni element; 4 ¢vora;
12 stepeni slobode)

4 0001

( /9 23
e 1101 1020 -\
i 4 \

<

X

2
0200
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= Linearne IF
1-L,—1+ 1)

u éVOF IOOO Ng(L1) = Ng=1(Lq) = ( 1
Nﬁ(Lz) = Nﬁ:o(Lz) =1

N}’(L3) = Ny=O(L3) =1
N5(L4) = N5=0(L4) =1 X

= Analognim postupkom odreduju se ostale IF
N, =1L, N3 = Lj Ny =1,
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Prirodne koordinate i interpolacione

funkcije. Trodimenzionalni KE -

= KE oblika tetraedra
= Kvadratne IF

= Cvor 2000

= cvor 1100

2-L;—1+1

1

NPT
X 2000

Ng(Ly) = Ng=z(Ly) = (
Nﬁ(Lz) = Nﬁ:o(Lz) =1
Ny(L3) = Ny=o(L3) =1
Ns(Ly) = Ns=o(Ly) =1

1

Na(Ll) = Na=1(L1) = ( 1

Nﬁ(Lz) = Nﬁ=1(L2) = < 1

Ny(L3) = Ny=0(L3) =1
Ns(Ls) = Ns—o(L4) =1

2-L;—1+1

2-L,—1+1

22y

N, =L(2L, = 1)

)

) N = 4L,4L,

= Analognim postupkom odreduju se ostale IF

Ny =L,(2L, — 1)
N7 - 4L24L3

N3 = L3(2L3 — 1)
N8 - 4‘L14‘L3

N4_ — L4(2L4_ - 1)
Ng - 4L24L4

N6 - 4‘L24L3
NlO - 4‘L34L4



Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= Analogno kao i kod dvodimenzionalnih elemenata pored
prethodno opisanih prirodnih zapreminskih koordinata moze
da se koristi sistem prirodnih koordinata §, ni ¢

= Proizvoljni osnovni tefraedarski -~ 74 “1
KE iz Dekartovog koordinatnog Ry

sistema preslikava se na jedinicni
tetraedar u prirodnom \3 (v 23

koordinatnom sistemu, tj. vaze 4
sledece veze za linearnu T
transformaciju x 202,y 22)

x =x4+ (1 —x4)& + (x2 — x40 + (x3 — x4)¢
Y=Ya+ Q1= Y)§+ 2 — YN+ (3 — ¥a){
Z=24+ (21 —24) + (23 — z4)N + (23 — 24)¢
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika tetraedra

= Ako je f funkcija od x, y i z koje su u funkcijiod &, nid, 1j.

f = f(x(&, n, ¢, y(&, n. ¢). 2(& n, ¢)) operacija parcijainog
diferenciranja obavlja se na sledeci nacin

o _fox of oy o oz ad| | x ¥ |l of ox oy oz
0 OxOF Oy 0f 0z 0& of| |oe o8& of || ox x o0& o5 o |, x xx X
g g gy g ol x oy el Jo| e oy oa| [P R T
on oOxon oOyon 0z0n on on on on||oy dy on on on 121 Jzz Jza z1 za Zz z4 za 24
a_f:a_fa_x a_fﬂ a_fg a_f a_x Q 2 g g 2 Q z 31 32 33 1 4 2 4 3 4
0 xo¢ 0yog 0z0g ol |o¢ o¢ o¢ |lez 0z ¢ o¢ ¢ |
¥ (¥

0
g}( 6]%: -/22-133_-/23-/32 -113-/32_-/12]33 -/12-123_-/13-/22
a_y 21—1 % rl=@ 123131_121133 111133_113131 j13121_111123 det]:_-l13-l22131+-112-/23]31+113J21-132_111-/23-/32_112121J33+111122133
6f 6)‘ 121132_122131 112131_111J32 111122_112121
oz oc

V=%det, L=¢ L=y, L=¢ L=1-E-p-C dxdydz = detddédnde




Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika heksaedra

= Uvodi se sistem prirodnih koordinata §, n i ¢ koji je analogan
sistemu prirodnih koordinata za element u obliku Cetvorougla

Z4 5 (XSI ys; 25) “Z

(-1,1,1)

3 (x3, y3, Z3)

= Dekartove koordinate x, y i z proizvoljne tacke u polju KE

mogu da se prikazu kao linearna kombinacija koordinata
CVOrova Xy, Y1, ..., Xg I Yg

8 8 8
x:ZLixi y:ZLiyi Z=ZLiZi
i=1 i=1 i=1
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. Trodimenzionalni KE

= KE oblika heksaedra

= Za odredivanje funkcija L; koristi se veza izmedu globalnin
Dekartovih i prirodnih (lokalnih bezdimenzionalnih) koordinata

X =ay+ a8 +azn + auf + asén + agéd + aznd + agéng
x=Aa A=[1 ¢ n ¢ $n §¢ ni $nd]

al ={a; a, a3 a, as ag a; ag}
= /a temena heksaedra vazi

-1 -1 -1 1 1 1 -17
1 -1 -1 -1 -1 1 1 (]2
1 1 -1 1 -1 -1 -1|f@as
-1 1 -1 -1 1 -1 1]])%
-1 -1 1 1 -1 -1 1]|as
1 -1 1 -1 1 -1 -1f]|%
1 1 1 1 1 1 1(]%
-1 1 1 -1 -1 1 -—1l\ag

X=Ea a=E1X x=AE1X L=AE"1 PR
-1 -1 1 1 -1 -1
Eloif-1 -1 -1 -1 1 1

1 1
Li=g@+&H)A+nmA+§0),  i=123,...,8 T AT AT
11 -1 -1 -1 -1
-1 1 -1 1 1 -1

xle" f:fi, T]=T]i, i=1,2,3,...,8 ;c;

X3

= KoristeCi prethodne za svaki Cvor KE sledi {3-

X6
X7
Xg

UV U

11
-1
1
1
-1
-1
1
-1

= N S SRR



KE oblika tetraedra. Linearna
interpolacija. CSTh KE

= Analizira se KE oblika tetraedra sa Cvorovima u temenima koji
suU obelezeni tako da njihovi brojevi 1, 21 3 rastu u smeru
suprotnom od smera obr’ronjo kazalike na casovnlku
posmaftrajuci sa strane ¢vora 4

={d1 dz d3 d4}

dl ={wi v w3, i=1234

= Raspodela pomeranja u poliu . .2y »3#

KE definisana je potpunim o P (5,
polinomima prvog stepena oy RS

Kanstares, .stpen, 1t 4 Rox 2 (X3, V2, 22)
U=a;+ax+azy + a,z | Xz* |
v=as+ agx +a;y + agz " *K \ oo

W=0ag+ a19X + 11y + @152




O g
C .
r S
(@] ks
) g
- §
e 1 1 w
3 . N Y
S
O o
QO
q AV
—_— 9
-— 0 Q
Qo=
O &
O o ¢
V = C
= O ¢
So 3
¢ 90 5
: e £ &

oS O N
(=R
o O xR
S O
S N O
S &0
o R O
O - O
N O© O
= )
R O O

— O O

o1
a;
as A
Aq2

|

S O N
S o &
O O R
S O
S N O
S a0
S R O
S — O
N O O
SN0 O
=2 O O

- O O

|

= Za cvorove KE (granicni uslovi su: u

u
v}=
w

u=Aa—>{

w; i koordinate

z,gdejei=1,2.3,i4)sled

U, v

V., W

XY =Y Z=

Cvorovdad su: X

~
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KE oblika tetraedra. Linearna
interpolacija. CSTh KE

= |[F. Zapreminske koordinate

o O

N O O N, O O N O O N O
-1
N=AC'=|0 N, 0O O N, O O N, O O N,
O 0ON O ON O O N, O O
X Y 4
1 .
N,=—(a,+bx+cy+dz), i=123,4 volilt X V2 %
(17
X3 V3 2
Xy Yo 4
Y, 4 Y. 4 Z, , Y i 4 Y1
a, = Ys Zi|, b, Vs Z4, ¢ = z,|,d =- A a,=- Vi 3|, b, =11y,
Yo 24 1y, 2z Z, Xy Yy Yo % Ly,
Vi 4 Vi 4 Z 1 x, Vi 4 1y
a, = Y, erba Vo Zy, 6= Zz,d3=—1 , Vs a,=- Y, 22,b4=1 Y,
Vo 2,4 Vo 2,4 Z, X, Y, Y Z3 1 Y3

Y1
Ys
Ya

Y1
Y,
Ys
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KE oblika tetraedra. Linearna
interpolacija. CSTh KE

= Matrica B
/0. 0 0 bpb 0 0 bb 0O 0 bp 0O 0 b, 0 O
0 a/d, 0 0 ¢,c 0 0 ¢, 0 0 ¢g 0 O ¢, O
0o o0 3/a, 1/0 0 d 0 0 d, 0 0 d, 0 0 d,
B = DyN ““|o/ay /0, 0 6V|c, b, O ¢, b, 0 ¢, b, O ¢, b, O
6;)6 5/062 g;gy 0 d ¢ 0 d, ¢, 0 d, ¢g 0 d, ¢
. .‘Z * d, 0 b d, 0 b d, O b, d, 0 b,
u MOT”CO krUTOSTI -Du D, 013 0 0 0]
D, D, D, 0 0 O
D, D, D.. 0 O O
k= IBTDBdV=BTDBV po| P2 P
) 0 0 b, 0 O
0 0 0 D, O
0 0 0 0 Dy

Komentari:

« Linearna raspodela komponenata pomeranja po spoljasnjim povrsinama tetraedra moze jednoznacno da se
odredi sa tri stepena slobode pomeranja u Cvorovima pa se zakljuCuje da je kompatibilnost pomeranja na
povrsinama izmedu susednih KE zadovoljena, fj. element spada v konformne KE

« Takode, KE ispunjava i ostale uslove za monotonu konvergenciju reSenja (intferpolacione funkcije mogu da
opisu pomeranje kao krutog tela i polje konstantnin deformacija)

+ S obzirom na to da su elementi matrice B konstantni sledi da su komponente deformacije u KE konstantne pa
se element naziva tetraedar sa konstantnim deformacijamaili CSTh element (Constant Strain Tetrahedral
element)
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KE oblika tetraedra. Linearna
interpolacija. CSTh KE

= Matrica krutosti

kolone 4 do 6

kolone 7 do 9

b1b3D11 + C1C3D44 + d1d3D66

bl CS D12 + b3ch44

- kolone 1 do 3
bell + CfDM + deGG blcl (DIZ + D44 ) bldl (D13 + D66 )
bc, (D, +D,,) D, +b:D,, +d’D, c,d, (D, +Dy5)
bd, (D, +Dg ) c,d, (D, +Dy5) d:D,, +c.D,, +b;D,,
bleDll + C1C2D44 + dleDGG b2C1D12 + b1C2D44 bZdlDIS + bleDGS
b,c,D,, +b,c,D,, ¢,c,D,, +b,b,D,, +d,d,Dy ¢,d,D,, +¢,d,Dy
. b,d,D,, +b,d, D, ¢,d,D,, +¢,d, Dy, d,d,D,, +c,c,Dys + b,b,Dyg
b1b3D11 + C1C3D44 + d1d3D66 b3C1D12 + b1C3D44 b3d1D13 + b1d3DGG
b,c,D,, +b,c,D,, ¢,c;D,, +b,b,D,, +d,d.D,; ¢,d,D,, +¢,d,D,;
b,d,D,, +b,d,D,, ¢,d,D,, +c,d D, d,d,D,, +c,c,D., +b,b,D,,
blb4Dll + C1C4D44 + d1d4D66 b4C1D12 + b1C4D44 b4d1D13 + b1d4DGG
b,c,D,, +b,c,D,, ¢,c,D,, +b,b,D,, +d,d,D.; ¢,d,D,, +c,d, Dy,
b1d4D31 + b4d1D66 C1d4D32 + c4d1D55 d1d4D33 + C1c4D55 + b1b4D66

b1d3013 + b3d1D66

byc,Dy, +byc;D,,

C1C3D22 + b1b3D44 + dldSDSS

CldSDZS + CSdlDSS

b3d1D31 + b1d3D66

C3d1D3Z + CldSDSS

d1d3D33 + C1C3D55 + b1b3D65

b2b3D11 + CZC3D44 + d2d3D66

bZ C3D12 + bSCZ D44

bZd3D13 + bSdZDGG

b3C2D21 + bZC3D44

CZCSDZZ + beSD44 + dZd3D55

C2d3D23 + CSdZDSS

b,d, Dy, +b,d; Dy €3,D;, +¢,05 Dy d,d;D;; +¢,C3D55 + b,b; D
b32011 +C§D44 +d32Dee byc, (D12 +D44) b,d, (D13 +D66)
byc, (D21 +D44) CgDzz +b3ZDM +dszDss cyd, (D23 +Dss)
b,d, (D31 +Des) C,d, (Dsz +D55) d32D33 +C§Dss +b32D66
b3b4D11 + C3C4D44 + d3d4D66 b4C3D12 + b3C4D44 b4d3D13 + b3d4D66
b3C4D21 + b4CSD44 C3C4D22 + b3b4D44 + d3d4D55 C4d3D23 + C3d4D55

b3d4031 + b4d3066

C3d4D32 + C4d3D55

d3d4D33 + CscADSS + b3bAD66

b,b,D,, +c,c,D,, +d,d,Dg, b,c,D,, +b,c,D,, b,d,D,; +b,d, Dy,
bZCIDZ]. + blCZDM CICZDZZ + b1b2D44 + dleDSS CleDZS + CZdlDSS
b2d1031 + b1d2D66 CZdlDBZ + CleDSS dleD33 + CICZDSS + bleDGG

b2D,, +c2D,, +d:D,, byc,(D,, +D,,) b,d, (D, + Dy )
bzcz (Dz1 +D44) szDzz +b22D44 +d22D55 Czdz (D23 +D55)
bzdz (D31 +Dse) Czdz (Daz +D55) d22D33 +szD55 +b22D66

b,b,D,, +c,c,D,, +d,d;Dy, b,c,D,, +b,c,D,, b,d,D,; +b,d,D,,
bZCSDZI + b3C2D44 CZC3D22 + b2b3D44 + d2d3D55 C3dZD23 + CZdSDSS
b,d,D,, +b.,d,D,, ¢,d;D,, +¢,d,Dy d,d,D,, +¢,¢,D, +b,b.D,

b,b,D,, +c,c,D,, +d,d,Dy, b,c,D,, +b,c,D,, b,d,D,, +b,d,Dg,
b2C4D21 + b4C2D44 C2C4D22 + b2b4D44 + d2d4D55 c4d2D23 + C2d4D55
b,d,D,, +b,d,Dy ¢,d,D,, +¢,d,D,, d,d,D,, +c,c,D. +b,b,Dyg

kolone 10 do 12

b1b4D11 + ClC4D44 + d1d4066

b,c,D,, + b4C1D44

b1d4D13 + b4dlDG6

b4ch21 + b164D44

Clc4DZZ + b1b4D44 + d1d4D55

Cld4DZ3 + C4d1D55

b4dlD31 + b1d4D66

CAd1D32 + CldADSS

d1d4D33 + C1C4DSS + b1b4066

b2b4D11 + CZCADM + dZdADGG

b2C4D12 + b4C2D44

bZdADB + b4d2D66

b4C2D21 + bZC4D44

¢,c,D,, +b,b,D,, +d,d,Dg,

CZd4D23 + C4d2D55

b4dZD31 + b2d4D66

C4d2D32 + C2d4D55

d2d4D33 + C2C4D55 + beADSG

b,b,D,, +c,c,D,, +d.d,Dg,

b3C4D12 + b4c3D44

b3d4D13 + b4d3D66

b4C3Dll + b3C4D44

CSC4DZZ + b3b4D44 + d3d4D55

C3d4D23 + C4d3D55

b4dBD31 + b3d4D66 C4d3D32 + C3d4D55 deADBB + CBC4D55 + b3b4D66
biDll + CiDAM + deGG b4c4 (D12 + D44 ) b4d4 (Dl3 + DGG )
b,c, (D, +D,,) c:D,, +b.D,, +d:D, ¢,d, (D, +Dy5)
b4d4 (D31 + D66 ) C4d4 (D32 + DSS ) d:DB + C:DSS + b:DSG

20
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KE oblika tetraedra. Linearna
interpolacija. CSTh KE

= Matrica raspodele napona KE [ boby oy dv
s=DB=[s, S, S, S,] s’:sv(1+vE)(1—zv) %Ci(l—z‘/) %:(1—2V) 0 | i=1234
0 %di(l—ZV) %ci(l—ZV)
) o Jh(-w)

= ZakljuCuje se da su pored deformacije i komponente napona u KE
konstantne. Ovo ima za posledicu potrebu za velikim brojem KE na
mestima naglih promena deformacije i napona sto je mana ovog KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja
= Ukoliko na KE deluju konstantne zapreminske sile

prvi ¢lan vektora ekvivalentnog opterecenja
110!0!0! Vv
V=qx0_
(1+0+0+0+3)! 4

=const.
Tro _|.N1qxodv=qxoj.N11N§N:N2dV=qxo
q=1q,, =const. y v

q,, = const.

ukupna zapreminska sila

4
Q =— . .
4{q*° Do Go %o o 9o Go Do G0 o G qz"} ravnomerno se deli na svaki ¢vor KE




15.5.2026. OMKE 22

KE oblika tetraedra. Kvadratna
interpolacija. LSTh KE

= KE oblika tetraedra sa ¢cvorovima u femenima i sredinama
vica

d"={d, d, d; d, ds d, d, dg dy dj}

dl={w v w3}, i=123,...,10

= Raspodela pomeranja u polju
KE definisana je potpunim
polinomima drugog stepena

U=a, + X+ oy + a2+ a X +agy’ +a,2 + axy + ayz + o xz

_ 2 2 2 X, u
V=00 T O X+T0EY 0, Z+0: X +OY +0,7 QXY+ Qo YZ+ QX2 ’

_ 2 2 2
wW=a,, + Oy X + a23y + a,,z + azsx + azsy + a,,Z + azgxy + azgyz + a3OXZ

= Matrica IF
N, OIOIN: O ON, O!OIN OIO N O!OIN 0O/ OINIO!O!NiO!OINOiOiINy,:O0:iDO
N=(0 N, 00N, O:N,:0 O N, O O0O:IN O 0N, ON, 0 O0iN, O 0 N,iO O iNg:iO
0:0 N, 0 N, 0 N, 0 N, 0 0 N ON, 00N, 0 O N0 0 N,i O : O N
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KE oblika tetraedra. Kvadratna
interpolacija. LSTh KE

= |F. Prirodne zapreminske koordinate

1
L = a(ai +b,.x+c,.y+d,.z), i=1,2,3,4

N, =L (2L, -1), N,=L(2L,-1), N,=L(2,,-1), N,=L,(2L,—1)
N,=4L 4L, N, =4L4L,, N,=4L4L, N, =4L4l,
N, =4L,4L,, N, =4L4L,

% 0 0
. OX

= Matrica B N

0 — 0
oy

0 0 %

4 .
B:[Bl Bz Ba Blo] B, = ON. 0N, 0 o 1=123,,

oy  ox

o Mo

0z oy

N,

| 0z ox |
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[ ]
KE oblika tetraedra. Kvadratna
[ ] ([ X J
inferpolacija. LSTh KE
= Matrica B
= S obzirom na to da je N. = Ni(L, (x, Y. z), Ly(X, ¥. z), Ls(X. ¥, Z), L,(x. Y. Z))
koristeCi lanCano pravilo parcijalnog diferenciranja dobija se
ON, _ON, oL, 0N, oL, 0N, L, oN, oL, oL, b, |
ox oL ox oL ox oL, ox oL, oOx x 6V
ON, 0N, oL N, AL, ON oL AN oL | oo o _ ¢ | 1234
oy oL oy O oy oL, oy OL, oy oy 6V
ON, _ON, 0L, N, 0L, 0N, oL, ON, dL, ]
oz oL, 0z oL, dz O, 8z oL, oz 6z 6V
ON, _ 1 (0N, b+ ON, b+ ON, b+ ON, b,
ox evio, ' oL ° e ol
N, _ 1[N c, + oN, c, + oN, c, + oN, ¢ |, 1=123,..,10
oy evio, * oL > oL ° ol

= ~d, +—d, + —d, + —
0z 6V| oL oL, oL, oL,

ON, 1(éN, , ON , ON, , ON ]
d4



KE oblika tetraedra. Kvadratna
interpolacija. LSTh KE

= Nakon odredivanja matrice B pomocu izraza koristeCi matricu
elasticnostii vodeciracuna o pravilu za integraciju odreduje
se matrica krutosti k

= U diferencijalnom operatoru pojavljuju se parcijalni izvodi
prvog reda pa se zakljucuje da je stepen funkcije koja opisuje
raspodelu deformacije u polju KE za jedan manji od stepena
funkcije koja opisuje raspodelu pomeranjaq, tj. aproksimacija
raspodele deformacije u polju KE je linearna pa se zbog toga
element naziva tetraedar s linearnim deformacijamaiili LSTh
element (Linear Strain Tetrahedral element). Razmatrani
element spada v grupu konformnih elemenata, a ispunjava i
ostale uslove za monotonu konvergenciju resenja

= Analognim postupcima opisanim za CSTh element odreduje
se vektor ekvivalentnog opterecenja, raspodela deformacije |
napona za LSTh element
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Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

= KE oblika pravougaonog paralelopipeda koji ima 8 cvorova

d'={d; d, d; d, ds d¢ d; dg} Z,W 4
d’{' = {ul vi Wl}, [ = 1,2,3, ey 8 Wslﬁ?sz Wszlf'RSZ 8 (Xs, Vs, Zs)
5 (x5, ys'u?). RVS 14 - %823
= Raspodela pomeranja u polju ) A 2 e
KE definisana je nepotpunim w4 wihs 700,92) oe
polinomima treceg stepena, g 1R6; pre ol A h
tzv. trilinearna interpolacijo T e R A

.. -~ 1 Rax
pomeranja jer IF sadrze 7. Sy
proizvode ftri linearna 2 00 ya oS LA v

o /RZ;S us R;yo
pOlIﬂOmO 4/ Rix 7 Ra 3 (x3, y3, 23)
X, u ’ 2b .

U=0y +0,X+ 0.y + 0,7+ 0 Xy +agyZ + a,ZX + Qg XYZ

V=0 + 0 X+o,y+0,Z+0,:XY +a,yZ + o 2X + oy XYz

W=y, + 0 X + Oy + 0y Z + 0 XY + O, YZ + 02X + O, XY Z
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Prizmaticni konacni elementi. .
Pravougaoni paralelopiped

= |[F (analogno kao i kod pravougaonog KE)

Z;
= Lagranzovi polinomi Z (8
Xk
Ni(xi y) = Lk(x)Ll(Y)Lp(z) z
y Z1 X
X = Xxj Y=Y z —zj ) Ym Vi V2 y1X1
Lk(x) = Xje — Ll(}’) = V, _y" Lp(Z) = 7 — 7
- j - j - p %
jk j#l j*p

= gde sun, mirbrojevi Cvorova u pravcu osa X, Y iz, respektivnoi 1 <k <n,
1<I<smil<p=<r

= Vodeci racuna o koordinatama pocetnih i krajnjin Evorova duz ivica
KE (X, =-a,x,=a.y,=-b,y,=b,z, =-C, z, = ), Lagranzovi polinomi u
pravcima osa x, y iz su (slicho koo | kod dvodimenzionalhog
pravougaonog KE) glase

LI(X):%(l—gj' Ll(y)=%(1—%j, Ll(z)=%(1—§j
Lz(X):%(ng, Lz(y)=%(1+%j, LZ(Z)Z%(“%)




[
< > S T
P U
o A e e
. o =% Lo
2@ 9z ©
VML ......... . ......... . ....................
= 0oio oo
X L SO OO PO
N N RES e i m m ~
N ~ 9Pz o000z
X OSSO OSSOSO SO S
© o o Fo
[ ] Vm, o o o~ oo ©
ommm A < 2
c o Fo oz
- 2 ......... ........................................
() ()] oo o o
m p ooz oio =
esma R R A S
O O oo oxo
| B TN SRR S
w P
K e o =z oo oo
s — : : m
O ommm e M
n [ |
q S NlO NJU NJIO N|JO NJU NJO N|JO N|O N
q | | | _ + + + + o
— — i — i i i —
n NN >0
p sl 9 3|9 9 x|a xl9 9 x|« d
o _ | + + | _ + + <
° - — — — — — — — d
N 7\ VR B
k a x| X|o X|5 X|o x|t X|o X|©T x|o
_ + + _ | + + _ )
ommm o — - — — — — — - = -
n —|o0 |00 |0 |0 |00 [0 |0 |0 w B
q I Il [ I I [ I I '®) 5
—_ — —~ —_ —_ —_ —_
O X T 2 s = St |
e — S 2N YN — L
U ~ ~— ~ ~ ~ ~ ~ ~— k (8
q l_l Ll LZ LZ Ll Ll Lz LZ COIJ _
—_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_
o < x < = < < < < O I
SN SN— N— N—" N— SN~—" SN N—
. V I I I " I I I T &
% Z P 2 2 2 2 2 P 2 L
S O O
N O m
w0 L S L S L M
ER « SN « T - B
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Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

= |F. Prirodne koordinate

N,.:%(1+§,§)(1+77,77)(1+§,§), i=1,2,3,..,8

=gdesué=x1,n=x21i¢==1koordinate Cvorova, a veze izmedu
prirodnih i lokalnih Dekartovih koordinata glase

X y z
é::_l n=-—, é,:_
a C

b
= Sada matrica krutosti glasi (ox oy oz
111 o o0& 08
- . 00
k= [ [ [B'DBdetidEdnds x oy o] |°
1-1-1 I= on on o =|0 b0
R T
ox oy Oz
| 06 0¢ 0 |

detJ=abc
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OMKE

Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

= Pri odredivanju matrice B neophodno je odrediti parcijalne
izvode IF po lokalnim Dekartovim koordinatama

on,
ox
ON,
E%
oN,
| 0z |

0

|
o QK

o Tk

= Lagranzov KE drugog reda i
(27 cvorova i 81 stepen slobode)

0

0

1
c

HEA

o
ON,
on
oN,

g

>, 1=1,2,3,...,8

2c

2a

2b
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Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

= Lagranzov KE drugog reda
= Lagranzovi polinomi za ¢vorove U pravcu osa X, y iz

L I
1 2 % 3 2 1 %2 3 3 1 %3 2
Ll(y)= Y=V, V=V, ) Lz(y)= Y=V, V=V, ’ L y)= Y=V, Y=V,
Yi=V, Vi Y; Yo ViV, Vs Ys=V1iYs =V,
zZ2—2Z, Z2—2 z—-2, y—2 z2—Z, Z2—12
o)== R LT
3 2 1“2 3 3 1“3 2

n odnosno vodeci racuna o koordinatama cvorova x,
3=a,y,=-b,y,=0,y3=b,2,=-C,2,=01i2;= bsledl

1( x> x e 1( x> x
B e SIU RS U RS ey
1y’ y y’ 1y y
L = —— =-1-I— | _4+ 7
1( 2> =z z’ 1( 22 z
Ll(Z)ZE C—Z—;J LZ(Z):]'_C_Z L3(Z)=E(C—2 ;]

Analognim postupkom kao i kod pravougaonog KE koristeCi semu
lizraz Ni(x,y,z) = L (x)L;(y)L,(z) odreduju se IF

31

=-a,X,=0,

4

i

Zy]

Zp Xn
Xk

2

X2
Zy

m Y Y2 Y1X1



Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

=S obzirom na to da Lagranzovi KE viseg reda imaju unutrasnje
cvorove, kod njih se javlja veliki broj stepeni slobode

= Slicho kao i kod dvodimenzionalnih KE, nepotpunost
polinoma za aproksimaciju pomeranja u polju
trodimenzionalnog Lagranzovog KE je nedostatak ali im je
dobra osobina jednostavnost izvodenja IF

= Pored elemenata sa jednakim brojem cvorova u pravcu
Dekartovih osa mogu da se izvedu elementi s ralicitim brojem
cvorova u pravcu koordinatnih osa mnozenjem Lagranzovih
polinoma razlicitog stepena
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Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

= Primer

= Podaci su: g, = 10 MPa, modul elasticnosti E = 30 GPa, Poasonov
koeficijentv=02,a=b =c=0,5m

Matematicki model 3D tela oslonjenog u Matematicki model je diskretizovan
svim pravcima po povrsini jedne stranice jednim 3D KE koji ima 8 cvorova. Postoji
(zatamnjena povrsina). Potrebno je simetrija ali nije koris¢ena pri analizi
odrediti pomeranje temena opterecene
stranice W s
| Wsli?sz WSZAfI.Rgz 8 (s, Vs, Zs)
X 5 (Xs, Vs, zs)T vs[14 vs

23
3
Y

q: 13X 1 22 8

[}

[}
18 1
2C WeARs, : W7A]R7
[}

6 (X, Y6, Z6) [/ V6 17 v
’ IUG » 20 12 y, v

7 (X2, ¥7,27) |p¢

l\
(RN
1

1

+ u7
=Y, v Rey 3194k, Ry Wag Raz .
wy R, >
. > 16Req 1 (xy, yuz) ¥l L Yal
Uy /7Ry, 2 u Ra1
_________ Y ]” T ly 1 4, 4y
7

R4x
, 4 (Xa, Y4, 24)
Y 2a
W62 RZII/,, ;) R
2a 2 (X2, Yo, )i L2 3
us

RZ;S us R3y
VR Ra 3 (x3, y3, z3)
X, U 2b

N
N
N
Y
N
N
N
N
N\
N
o\
N TR Y PEpRSIPIp—
\
»
S
<R
B}
&
<
N
S
x 00
o0
XY

N
Y

N

x=X,u/‘

N
o
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= Primer

OMKE

Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

34

Z,W 4
15 24
WsTRSI wiaRs, —8 (Xs, Vs, Zs)
5 (X5, Vs, z5)) Vsl14 !813
Us /'t Rsy ug Rg
] Y
ks Re
1
18 2
WeAR 1wy ]R7 o 7 (x7, 7, 27) 2c
6 (X6, Ve, Z6) [V 17 ug Y20 12 v,V
us /T Rey W 7 A Raz ',
16Red 1 (xy, y1, 2:) 23] Yl
uy A7

Rayl
4
4 (Xa, Yar 24)

3 y: ‘Rzz,,’/ 9]g 2a
Ul us | B YO AV
Vl ----- 2 : \/5 14 /J 7Ray 3 (X3, y3, Z3)
d; w, |3 W, | 15 5 2b
d :d* = =< d: = i
d’l< u 22 u 22 * * * * * * *_] m*
8 A0 N 8 K,d =S,=P, +Q, =d, =K_S,
V8 23 V8 23
w. 24 w 24 . . . . -
s e Matrica B je prikazana samo za jedna &vor
33 0,8 08 0 0 0 | aaNl 0 o
33 083 0 0 O X N
- 0 L0
3,3 0 0 0 ON b-y)(c—z
D= 107 o (b )=—0,25(1—2y)(1—22)
1,25 O 0 0 0 ON, ox 8abc
15) ON a—-x)lc—z
2> 0 B.=|oN. N i S Gt )=—O,25(1—2x)(1—22)
sim. ,25 . 1 - 19 oy 8abc
L i y o
on, _ (a-x)(b-v)
ON, ON L=— =-0,25(1-2x)(1-2
0 1 L 0z 8abc ( )( y)
0z oy
N, oN,
| 0z ox |
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° o v ° v e ° o
Prizmaticni konacni elementi. I
° ° 5 (X, ys, ?):R: 14 oy
Pravougaoni paralelopiped | *71 A"
6 (X6, yi’gzj:; Dot 7‘7 |2 o 2c
6x] 5 1
- P"mer P Fo 'Zy(lxm Ya, 2a)
6,4815 1,7361 -~ 0,1736 = 0,1736 | : 6 N
| sl .
k=k = .............. e . 106
......................................... s v |
..... o e e R S o
L H i i H 124x24
IF za opterecenu povriinu (z=c = 0,5 m) glase
Nsl =N52 :N53 :Ns4 :O
N, = 0.25(a=x)(b=Y) =0,25(1-2x)(1-2y) \ ,
( ab)( ) a,] [a, N, (x,y) 2500,0 | 15
0,25(a+x)(b—y b-aln (vl 125000 | 1
N = ” =0.25(1+2x)(1-2y) )% |_ |G| _ I jJNse(x,y) . (x,y )y —— 2500,0 | 15|
0,25(a-+x)(b+y) G| |G| S | Nan (09) 25000 |
. y y =0,25(1+2x)(1+2y) Q.| |Q, Ny (%,y) 2500,0 | 24
a J “

B 0,25(a —x)(b + y)

.=
: ab

=0,25(1-2x)(1+2y)
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Prizmatic¢ni konaéni elementi. T

Pravougaoni paralelopiped |+ A

wslsR i w72]R7 7 (x7, ¥7, 1)
6 (xs ye,uie) R§17 w_?' 1;; Rn;;go W“:k%z y,\:
. 16Rg, 1 (Xlr yl'uz;QRRile_ _________ Vgl
1/ Ry Uy, Rayl
= Primer s 54 o 2
61, . 2 20
13 14 23 24 2 (XZI yz’lle) ,l;!é u ;’33
6,4815:1,7361 : ---  0,3472 —0,8681 | 13 &S TRsd 3 (x5, ys, 23)
. 6,4815 -+ —2,3148 | 0,3472 |1 .. X u 2b
Kaa = : : . 106 Q" :S” R D
: : ' 0 2
6,4815 1,7361 23 e
0 23
Sim. 6’4815 a b
L 12x12 2500,0 | 24
12x1
—0,0450 | 13
20,0450 | 14 Komentari:
03225 [ %" . Konvvergencuo kg tacnom resenju
q- oo Ter moze da se postigne povecanjem
””6"‘621“56 <<<<<<<< broja KE u modelu (proguscenje
-0, 17 - . . o~
ot , mreze) i/ili primenom KE viseg reda
d =Kks 222 LU 0 « Pomeranje temena opterecene
.0,0450 | stranice u pravcu z ose, odredeno
| 0,0450 | 20 primenom KE oblika pravougaonog
P 1 . e o . .
—0,3225 | x|, paralelopipeda koji imaju 8, 20, 21 i
~0,0450 | 2 27 ¢vorova i KE oblika tetraedra koji
10,0450 | 2 imaju 4, 101 11 &vorova u modelima
11203225 | ]! sa uniformnom i adaptivnom
------ - mrezom, konvergira ka vrednosfi

priblizno jednakoj— 0,331 - 103 m
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Prizmaticni konacni elementi.
Pravougaoni paralelopiped

= Primer

= Primena prirodnih koordinata pojednostavljuje odredivanje matrice
krutosti KE i vektora ekvivalentnog opterecenja

M| g ]| R
1 ox a o¢
, oN | |1 e |
§(1+§§)(1+77,77)(1+§,§), i=1,2,3,...,8 S0 b OfiG,p iTLases
N o o Lf|oN
az) | c]\ac

1
=
-1-

»—\'—""

1
j B'DBdetldédnds  det)=abc
-1

Vodeciracuna da je za opterecenu
povrsinu prirodna koordinata ¢ = 1

(N (&7))

«($1)
(&)
(1)

=

e 3
QSz

z

g, (&,n)detddédny  detd=ab

22

Le—n

‘=

s8

Il
b

N
o

J




Prizmaticni konacni elementi.
Serendipiti KE

= Slicnho kao | kod dvodimenzionalnih KE, imaju cvorove samo
duz ivica i na taj nacin smanjuje se broj stepeni slobode u
odnosu na Lagranzove KE pri isto] raspodeli pomeranja

= Prednost u odnosu na Lagranzove KE je i u manjoj
nepotpunosti polinoma ali imaju slozeniji postupak izvodenja
IF

= U Serendipiti familiju spada i KE u obliku pravougaonog

paralelopipeda, fzv. linearni element (8 Cvorova i 24 stepena
slobode)
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Prizmaticni konacni elementi.
Serendipiti KE

= Kvadratni (parabolican) element (20 cvorova i 60 sfepenl

slobode) s, | 18 g
= |F e
| 15
= 7za ¢vorove U temenima 6 _171» $20 |2
°® l 7 n
1 14 ]
:g(1+5i§)(1+77i77)(1+gié/)(gif-i_nin+é,ié/_2) ,1,1;/_/_’____ T y

18¢ . 199
. . -~ 9 s
=gdesué==x1,n==x21i¢ =1 koordinate Cvorova / 11 2a

= | za Cvorove u sredinama ivica 28—
&/ 2b
ft 0 ni= +1|C, <

N, = —(1—«;2)(1+;7,.;7)(1+§,§)
§=21,n=0ig=

N, = —(1+§,.§)(1—772)(1+§ig)
i§=+1,n=21i¢=

N, = Z(H(’E‘f)(l +7°)(1-¢7)



Izoparametarski konacni elementi.
KE oblika heksaedra

* Heksaedarski KE kojiima 8 cvorova, /\ S e,y 22

= Geometrija i raspodela a1 SO
pomeranja proizvoljnog / 8 (e, Yo 20
heksaedarskog KE defini§u w- ¢t | n W, v 20)
se na sledeci nacin R I R % (02

8 8 Z y
X=2Nf(f,77,é')x,-’ yzsz(ffﬂ;g)yw Z:'_ i\s 11,

i=1 i=

X 3 (x3, 3, 3)
Referentni (preslikani) Realniili fizicki element

u=YN(En ), v=YN(EnS)v,  w=Y N (EnS)w, element

i= i= =

= gde su x,, y; i z; Dekartove koordinate i-tog cvora realnog elementa, a
U, V; i w; komponente pomeranja i-tog cvora realnog elementa u
pravcu Dekartovih osa

= Funkcije preslikavanja i IF su

N, = %(1+ EE)1+nm)(1+4<¢),  i=123,..8
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Izoparametarski konacni elementi.
KE oblika heksaedra

= Parcijalni izvodi IF po Dekartovim koordinatama odreduju se
prema izrazu

on) (oM oy ] [N, N o

ox o0& oc o oc| |Eos T FogT wos |

oN.| . |oN, ox Oy 0z | |MwoN,  fexoN, e N, o ooe

—Lr=rti— I=| — == |7 Za_xi Za_yi za_zi =y L I

dy on on 0On oOn = on = on = on Loy

on | |on, oy ool Nean SeowKean, |

oz oc 0§ o oc] |gec Go¢ o
Jzzjaa _123132 113132 _J12133 112123 _113122

rl :@ 123131_-/21133 -111133_113]31 113121_111-/23 detJ=—J13122131+.112123J31+Jl3121132—111_123132 _112121133"'-/11-]22*]33
-121132 _-122131 -I12-131 _-111-132 'Injzz _112-121

dxdydz =detJd&dnds
* Matrica krutosti

111 /bog slozenosti podintegralnih funkcija
k= '[ j J‘BTDBdetJdédndg elementi matrice krutosti odreduju se
45 najcesce numeriCkom integracijom
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Izoparametarski konacni elemenh

KE oblika heksaedra [ .
0 % 0

= Matrica B g~
0 o —

B=[B1 B, B, - BNEW,] B=| oy o % | i212,3,.N,,

yow

o 9N N

0z 0oy

N, 5 N

| Oz ox |

* |[F za heksaedarski KE koji ima 8 do 20 cvorova

gQ+912+g17 g9+g10+g18 g10+g11+g19

legl_ 2 ’ N2:g2_ 5 , stgg_ S
9u*t9,+9 013 +95 +9 0, +0, +9g
N4=94_%220, Ns:gs_%l Ns=ga—% .7
+ + + + 16
N7:g7_W' stgs_w N,=g,, j=9,10,..,20 L€ 3
15 "20
g, =N(&E)IN(n,m)N(S.S) n
7
= =2 = _1 2 P >
é:_il_)N_E(l—i_‘fé:i)' §—0_>N—E(1—§) '__I_z___ L,
1
n=t1oN="(1+7n), n=0->N=_(1-7) 1 2
! 3 10
{=t1->N==(1+¢), g:o_w_z(l_;z) N A
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Izoparametarski konacni elementi.
KE oblika tetraedra sa 4 cvora

= Geometrija i raspodela pomeranja opisani su sledeéim

IzZrazima - /\“ .

4 (X4, Ya, Z4)

X= ZN,- (End)x, y= ZN,- (Eng)y, z= ZN,- (&m.)z,

UZZN/'(@U'{)UN V:ZN/'(&U'{)V/' W:ZN;(fﬂLf)W,-

» y
1(lell 21) E

3(0,1,0)

£,2(1,0,0) X 2 (X2, V2, 23)
Referentni (preslikani) Realni ili fizicki
element element

* IF su jednake zapreminskim koordinatama

N, =L =1-6-n-¢, =L=¢
N, =L, =17, :L =¢
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Izoparametarski konacni elementi.
KE oblika tetraedra sa 10 cvorova

= ili KE drugog reda oblika tetraedra
= Geometrija i raspodela pomeranja opisani su sledeéim

° °
1IZrazima
/_\ a
1(0,0,0) 6(%,%,0)

2(1,0,0) 7(0,%,0)
3(0,1,0) 8(%,0,%)
4(0,0,1) 9(0,%,%)
5(14,0,0) 10(0,0,%)

x=YN(EnC)x,  y=2N (&g, 2=2N(&mL)z,

u=2 N (& v=2N(EmE v, w=2 N (Emg)w

1
§ X
Referentni (preslikani) Realni ili fizicki
| F element element
|

N, =L (2L, -1), N,=L,(2L,—1)

N, =L, (2L, -1), N, =L,(2L,-1) L=1-¢-n-¢, L=¢
N, =4LL,, N, =4L,4L,, N,=4L4L, L,=n, L,=¢

N, =4L,4L,, N, =4L,4L,, N,,=4L4l,
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Izoparametarski konacni elementi.

KE oblika tetraedra -

= IF za KE od 4 do 10 cvorova oopgd 2109 10%0

3(0,1,0) 8(%,0,%)

45

1 1 1 4(0,0,1) 9(0,%,%)
N,=1-&-n—¢ —=N,—=N, —=N,, 5(4,0,0) 10(0,0,%)
2 2 2

1 1 1
N, = é:_ENs _ENs _ENS

1 1 1 Ay
N3:77_EN6_5N7_5N9 1

1 1 1
N, zé/_ENs _ENQ _ENw 3 X

Ny=45(1-6-n-¢), No=4&n, N,=45(1-¢5-n-¢)
Ny =48¢, N, =4ng, Nlo=4§(1_§_n_§)

= Parcijalni izvodi

ON. T [ Nao ‘ Neyor ‘ Nevor A ]
N, —~ ox oy Oz %x,. Z%yf %z,
ox a"f 85 65 a&f i=1 55 i=1 8§ i=1 a‘f J J J
ON, | _ 1 ON, ox oy Oz | |exoN e oN,  Nex oN, e e
— (== =l — — —|= — X Z_Iyi — 2z |=|dy Sy Iy
oy on on on 0Jn o 0n o on o 07 J J J
5NI. 6Nl. ox oy Oz Newor AP\ Neor AN Neor SN 17 U8
- —— — == —Lx —Ly —Lz
oz oc o o o] |Ba &V &t

122'/33 _123'132 -,13]32 _112-133
J_l = E -/23-131 _-121133 -111-133 _-113-/31
-121-132 _Jzz-/31 112-131 _Jll‘/32

le"23 _Jlajzz
-113-/21 _-111-/23
Jnjzz _-112-121

det)= —.113./22./31 +-112J23J31 +~113-/21J32 _J11J23J32 _J12J21-/33 +111J22133
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Izoparametarski konacni elementi.
KE oblika tetraedra -

= Matrica B B 2(1,00) 7(0%,0)

I
—

1 2 3 vaor] 3(0,1,0) 8(%,0,%)
4(0,0,1) 9(0,%,%)
5(%,0,0) 10(0,0,%)

N g g
ox
0 % 0 / [ y
oy 1
0o 0 % £ X
z .
B,._% o i=1,2,3,..,N,,
oy Ox
o M
0z oy
VRIS
| 0z ox |
= Matrica krutosti
&=l n=l-¢ (=167 /bog slozenosti podintegralnih funkcija

k= J j J B'DBdetld{dndé  elementi matrice krutosti odreduju se
E=0 n=0 (=0 najcesce numerickom integracijom
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